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雙   塔
一、「雙塔」的源起
雙塔遊戲是由加拿大Alberta大學劉江楓教授所設計的。基本構思源自河內塔，如何在與河內塔相同的規則下，將黑白兩座塔的位置互換？
「河內塔」這個智力遊戲源自古印度神廟中的一段故事，也有一說是Lucas教授為增加此遊戲之神秘色彩而捏造的。
傳說在一座古老的印度神廟中放置了一塊上面插有三根長木釘的木板，在其中的一根木釘上，從上至下放置了64片直徑由小至大的圓環形金屬片。古印度教的天神指示祂的僧侶們將64片的金屬片移至三根木釘中的其中一根上。直到有一天，64片金屬片全部被依規定移動至另一根木釘上，那麼世界末日即隨之來到，世間的一切終將被毀滅，萬物都將至極樂世界。
若是利用4根木柱，則易見它是容易的。若是只能用3根木柱，你能否歸納解出最少的移動次數呢？
二、從遊戲開始
在遊戲的過程中我們不難發現：整個遊戲似乎重複著某些規律一直進行下去，因此為了記錄方便，我們將雙塔的三根柱子編號為A、B、C，稍加分析後，可以得到下面幾種情形：
(a) 將同一根柱子上的2k個圓環移至另一根，記其最少移動次數為
[image: image60.wmf]次
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(b) 將原在A、B二根柱子上各 k個圓環移至C柱上，記其最少移動次數為
[image: image2.wmf])

(

k

M

；或將C柱上的2k個圓環還原回A、B二根柱子上，記其最少移動次數為
[image: image3.wmf])
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(c) 將原在A、B二根柱子上各 k個圓環移至A柱或B柱上，記其最少移動次數為
[image: image4.wmf])
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；或者將A柱或B柱上的2k個圓環還原回A、B二根柱子上，記其最少移動次數為
[image: image5.wmf])
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上述三種動作與其逆向操作所需最少次數相同，所以有
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三、遊戲背後的數學
若將同一根柱子上的2k個圓環移至另一根上最少須
[image: image8.wmf])
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次，則如同河內塔遊戲，我們可將這個動作看成是花2倍的次數將k個圓環移至另一根上最少所須的次數，所以
[image: image46.wmf]次
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……… (H1)
又假設將原在A、B二根柱上各k個圓環移至C柱上最少須
[image: image9.wmf])
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次。那麼，將A、B二根柱上各
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個圓環移至C柱上則須要
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次。如果將A、B二根柱上各k個圓環移至B柱上最少須
[image: image12.wmf])

(

k

f

次，則可知
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……………………………… (H2)

如果我們能求出
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之值，就可以得出
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的值，所以，將A、B二根柱上各
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個圓環移至C柱上(如下圖所示)，必須
1. 首先，花
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次將二根柱上各
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個圓環先行移至B柱上，再將A柱上最後一個圓環移至C柱上。這時B柱上有
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2. 其次，花
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次將B柱上的
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個圓環移至A柱上，再將B柱上最後一個圓環移至C柱上。
3. 最後，花
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個圓環移至C柱上，所以
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由(H1)～(H3)可得到下面這個遞迴關係式：
[image: image52.png]
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對於自然數m，我們有2m為偶數。給定初值條件
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，求解遞迴關係式可得到
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同理我們有
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為奇數，

……………………… (H6)

回到雙塔的問題上，假設將原A、B二根柱上各k個圓環互換至少須
[image: image26.wmf])
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次(如下圖所示)，那麼就有
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所以對於自然數n，我們有
[image: image28.wmf]n
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為偶數，
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為奇數，用(H6)及(H5)代入可得
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因此，當A、B兩柱分別都有
[image: image32.wmf]k

個圓環時，當
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為偶數時，我們最少須要
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次才能將兩柱上的圓環互換，當
[image: image35.wmf]k

為奇數時，我們最少須要移動
[image: image36.wmf]3
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次才能將兩柱上的圓環互換。當
[image: image37.wmf]k

無論為奇數或偶數時，其最少移動次數可統一用高斯記號
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表示。
四、「雙塔」的推廣
針對A、B二根柱上各k個圓環所得到的情形，圓環可以同時為奇數個或偶數個，但是二根柱上的圓環數必須一樣多。現在假設A、B柱上的圓環不一樣多，那麼最少須要幾次呢？試一試下面的幾道問題。

(1) A柱有5片圓環，B柱有3片圓環，最少須要移動幾次？

(2) A柱有6片圓環，B柱有4片圓環，最少須要移動幾次？
(3) A柱有7片圓環，B柱有4片圓環，最少須要移動幾次？
(4) A柱有8片圓環，B柱有3片圓環，最少須要移動幾次？
經過實際的操作，您是否發現它們的規律呢？能不能從而歸納出類似上面公式的結果呢？其實對更一般的情形，我們可以進一步分析「雙塔」的各種情況。當A有
[image: image39.wmf]n
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個圓環，B有
[image: image40.wmf]n

個圓環且
[image: image41.wmf]m

與
[image: image42.wmf]n

均不為0，可以得出下面幾種情形：

(a) 當m是偶數，n是奇數時(即A、B均奇)；
(b) 當m與n同為偶數時(即A、B均偶)；
(c) 當m是奇數，n是偶數時(即A奇，B偶)；

(d) 當m是奇數，n是奇數時(即A偶，B奇)。
請您試著找出它們的一般結果，這個結果將是m與n兩個變數的函數。
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我們用符號A(B來表示將圓環從A柱移往B柱。在箭號上方標示所須最少的移動次數。如下：


� EMBED Equation.3  ���





C





B





A





花A(k)次





2k個





C





A





B





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





A          B          C





2(k-1)個





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





2k-2





A(k－2)次





1次





2k-4





2k-4





2k-3





2k-3





k-1





k-1





A     B     C





  2k-2





A(k－2)次





1次





f(k－2)次





� EMBED Equation.3  ���








A(k-1)次





A(k-1)次





f(k-1)次





f(k-1)次





1次





1次





A    B    C





1次





2k-1





2k-1





2k-1





2k-1





2k-1







































































九章出版社 提供











2k-1





A    B    C





k





k





k





k


























PAGE  
1

[image: image56.wmf]次

1

[image: image57.wmf].

3

8

9

2

)

1

(

3

2

2

2

)

2

(

3

2

3

2

)

4

2

(

3

2

)

2

2

(

)

2

(

3

2

1

2

1

2

5

1

2

1

2

1

2

-

-

=

-

-

+

+

+

+

=

-

+

-

+

-

=

-

+

-

=

+

+

-

+

-

+

m

m

f

m

f

m

f

m

f

m

m

m

m

m

m

L

M

[image: image58.wmf]3

2

)

2

(

)

(

1

-

+

-

=

+

k

k

f

k

f

[image: image59.wmf].

3

13

9

2

)

1

2

(

4

2

-

-

=

+

+

m

m

f

m

_1067773201.unknown

_1067841907.unknown

_1067854881.unknown

_1067855671.unknown

_1068278867.unknown

_1067855157.unknown

_1067855189.unknown

_1067855327.unknown

_1067854941.unknown

_1067854155.unknown

_1067854261.unknown

_1067842060.unknown

_1067776520.unknown

_1067776562.unknown

_1067778812.unknown

_1067778821.unknown

_1067776568.unknown

_1067778770.unknown

_1067776549.unknown

_1067773959.unknown

_1067774191.unknown

_1067773215.unknown

_1067762348.unknown

_1067762667.unknown

_1067762741.unknown

_1067773146.unknown

_1067773164.unknown

_1067762949.unknown

_1067763407.unknown

_1067762757.unknown

_1067762685.unknown

_1067762604.unknown

_1067762614.unknown

_1067762569.unknown

_1067761808.unknown

_1067762177.unknown

_1067762214.unknown

_1067761966.unknown

_1067762002.unknown

_1067760435.unknown

_1067761719.unknown

_1067761737.unknown

_1067761783.unknown

_1067761220.unknown

_1067761497.unknown

_1067760454.unknown

_1067265274.unknown

_1067760408.unknown

_1067265200.unknown

